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Outline

 About lattice gauge theory (LGT)

◼ Conclusion and outlook

◼ The toric code model and Schwinger model

◼ Quantum simulation with ultracold atoms
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Outline

 格点规范理论的背景

三、格点规范理论的物理应用

二、格点规范理论的提出和发展

一、标准模型与规范理论
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一、标准模型与规范理论

1-1. 标准模型概述 20世纪物理学最重大成就之一！
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一、标准模型与规范理论

1-1. 标准模型概述

• 费米子

• 规范玻色子

• 希格斯玻色子

20世纪物理学最重大成就之一！

• 电磁力

• 强作用力

• 弱作用力

基本力 基本粒子
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一、标准模型与规范理论

1-1. 标准模型概述

• 费米子
物质粒子

半整数自旋

泡利不相容原理

• 规范玻色子

• 希格斯玻色子

20世纪物理学最重大成就之一！

• 电磁力

• 强作用力

• 弱作用力

基本力 基本粒子
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一、标准模型与规范理论

1-1. 标准模型概述

• 费米子
物质粒子

半整数自旋

泡利不相容原理

• 规范玻色子
传递相互作用的

媒介，整数自旋

• 希格斯玻色子

20世纪物理学最重大成就之一！

• 电磁力

• 强作用力

• 弱作用力

基本力 基本粒子
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一、标准模型与规范理论

1-1. 标准模型概述

• 费米子
物质粒子

半整数自旋

泡利不相容原理

• 规范玻色子
传递相互作用的

媒介，整数自旋

• 希格斯玻色子
赋予规范玻色子

质量

20世纪物理学最重大成就之一！

• 电磁力

• 强作用力

• 弱作用力

基本力 基本粒子
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一、标准模型与规范理论

1-2. 规范对称性与规范理论（ Gauge Theory ）

 理论的理论，指导新理论的提出

✓ 确定对称性 ✓ 构造满足该对称性的拉格朗日量
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一、标准模型与规范理论

1-2. 规范对称性与规范理论（ Gauge Theory ）

 以电磁场（阿贝尔规范场）为例：

U(1)规范变换：𝜑 𝑥 → ⅇⅈ𝛼 𝑥 𝜑 𝑥

（local phase rotation）

规范变换：𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 −
1

ⅇ
𝜕𝜇𝛼 𝑥

引入协变导数：𝐷𝜇 ≡ 𝜕𝜇 + ⅈⅇ𝐴𝜇 𝑥

 理论的理论，指导新理论的提出

✓ 确定对称性 ✓ 构造满足该对称性的拉格朗日量
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一、标准模型与规范理论

1-2. 规范对称性与规范理论（ Gauge Theory ）

 以电磁场（阿贝尔规范场）为例：

U(1)规范变换：𝜑 𝑥 → ⅇⅈ𝛼 𝑥 𝜑 𝑥

（local phase rotation）

拉格朗日量形式不变（对称性）

𝐿𝑄𝐸𝐷 = ത𝜓 ⅈ𝛾𝜇𝐷𝜇 −𝑚 𝜓 −
1

4
𝐹𝜇𝑣

2

规范变换：𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 −
1

ⅇ
𝜕𝜇𝛼 𝑥

引入协变导数：𝐷𝜇 ≡ 𝜕𝜇 + ⅈⅇ𝐴𝜇 𝑥

 理论的理论，指导新理论的提出

✓ 确定对称性 ✓ 构造满足该对称性的拉格朗日量
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一、标准模型与规范理论

1-2. 规范对称性与规范理论（ Gauge Theory ）

 以电磁场（阿贝尔规范场）为例：

U(1)规范变换：𝜑 𝑥 → ⅇⅈ𝛼 𝑥 𝜑 𝑥

（local phase rotation）

拉格朗日量形式不变（对称性）

𝐿𝑄𝐸𝐷 = ത𝜓 ⅈ𝛾𝜇𝐷𝜇 −𝑚 𝜓 −
1

4
𝐹𝜇𝑣

2

规范变换：𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 −
1

ⅇ
𝜕𝜇𝛼 𝑥

引入协变导数：𝐷𝜇 ≡ 𝜕𝜇 + ⅈⅇ𝐴𝜇 𝑥

规范对称性（局部对称性）

物质粒子与场的耦合

 理论的理论，指导新理论的提出

✓ 确定对称性 ✓ 构造满足该对称性的拉格朗日量
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一、标准模型与规范理论

1-3. 基于规范理论诞生标准模型

杨-米尔斯理论：

U(1)阿贝尔规范场论

<推 广>

SU(2)非阿贝尔规范场论
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一、标准模型与规范理论

1-3. 基于规范理论诞生标准模型

标准模型
=

SU(3)×SU(2)×U(1)

杨-米尔斯理论：

U(1)阿贝尔规范场论

<推 广>

SU(2)非阿贝尔规范场论
<发 展>
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一、标准模型与规范理论

1-3. 基于规范理论诞生标准模型

标准模型
=

SU(3)×SU(2)×U(1)

规范对称性
U(1)

SU(2)

SU(3)

规范场粒子
光子

W、Z玻色子

胶子

相互作用
电磁相互作用

弱相互作用

强相互作用

杨-米尔斯理论：

U(1)阿贝尔规范场论

<推 广>

SU(2)非阿贝尔规范场论
<发 展>
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一、标准模型与规范理论

1-4. 求解规范理论时遇到的问题

Q
C

D

的
特
殊
性
质

 强耦合到渐进自由的过度

高能区夸克胶子渐近自由、低能区相互作用强非微扰特性。

 手征对称性自发破缺

真空夸克凝聚使得手征对称性自发破缺，造就了形形色色

的强子谱。

 色禁闭

夸克受到QCD相互作用的强力束缚，带单个色荷的夸克

不可能从核子中单个地分离出来。
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一、标准模型与规范理论

1-4. 求解规范理论时遇到的问题

低能强相互作用区域

微扰理论不再适用！

Q
C

D

的
特
殊
性
质

 强耦合到渐进自由的过度

高能区夸克胶子渐近自由、低能区相互作用强非微扰特性。

 手征对称性自发破缺

真空夸克凝聚使得手征对称性自发破缺，造就了形形色色

的强子谱。

 色禁闭

夸克受到QCD相互作用的强力束缚，带单个色荷的夸克

不可能从核子中单个地分离出来。
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一、标准模型与规范理论

1-4. 求解规范理论时遇到的问题

低能强相互作用区域

微扰理论不再适用！

Q
C

D

的
特
殊
性
质

 强耦合到渐进自由的过度

高能区夸克胶子渐近自由、低能区相互作用强非微扰特性。

 手征对称性自发破缺

真空夸克凝聚使得手征对称性自发破缺，造就了形形色色

的强子谱。

 色禁闭

夸克受到QCD相互作用的强力束缚，带单个色荷的夸克

不可能从核子中单个地分离出来。

数值计算？

规范理论 ~ 连续模型

计算机无法处理无穷多个自由度！
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一、标准模型与规范理论

1-4. 求解规范理论时遇到的问题

低能强相互作用区域

微扰理论不再适用！

Q
C

D

的
特
殊
性
质

 强耦合到渐进自由的过度

高能区夸克胶子渐近自由、低能区相互作用强非微扰特性。

 手征对称性自发破缺

真空夸克凝聚使得手征对称性自发破缺，造就了形形色色

的强子谱。

 色禁闭

夸克受到QCD相互作用的强力束缚，带单个色荷的夸克

不可能从核子中单个地分离出来。

数值计算？

规范理论 ~ 连续模型

计算机无法处理无穷多个自由度！

将规范理论离散化？

格点规范理论

可数值计算，解决非微扰问题
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二、格点规范理论的提出和发展

2-1. 格点规范理论（Lattice Gauge Theory）的诞生
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二、格点规范理论的提出和发展

2-1. 格点规范理论（Lattice Gauge Theory）的诞生

1974年Kenneth G. Wilson在 Confinement of quarks, PRD 10， 2445 (1974) 中

首次提出“格点规范理论”这一概念。
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二、格点规范理论的提出和发展

2-1. 格点规范理论（Lattice Gauge Theory）的诞生

1974年Kenneth G. Wilson在 Confinement of quarks, PRD 10， 2445 (1974) 中

首次提出“格点规范理论”这一概念。

 将规范理论离散化

 在强相互作用耦合常数趋于无穷的情况下，得到了静态夸克势随着正反夸克距离变大而

变大的结果，从而明确验证了夸克禁闭
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二、格点规范理论的提出和发展

2-2. 格点规范理论的基本思路

න𝑑4𝑥 → 𝑎4

𝑛

 积分 →求和 微分 → 差分
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二、格点规范理论的提出和发展

2-2. 格点规范理论的基本思路

න𝑑4𝑥 → 𝑎4

𝑛

 积分 →求和 微分 → 差分

 物质场之间引入规范场，重建规范对称性
ത𝜓𝑛𝜓𝑛+1 → ത𝜓𝑛𝑈(𝑚, 𝑛)𝜓𝑛+1

规范连接

𝜓𝑛+1𝜓𝑛 𝑈 𝑚, 𝑛



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-25-

二、格点规范理论的提出和发展

2-2. 格点规范理论的基本思路

 完善规范场动力学：引入Wilson loop

න𝑑4𝑥 → 𝑎4

𝑛

 积分 →求和 微分 → 差分

 物质场之间引入规范场，重建规范对称性
ത𝜓𝑛𝜓𝑛+1 → ത𝜓𝑛𝑈(𝑚, 𝑛)𝜓𝑛+1

规范连接

𝜓𝑛+1𝜓𝑛 𝑈 𝑚, 𝑛

⇒ 构成完整的格点规范理论
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二、格点规范理论的提出和发展

2-3. 格点规范理论的发展
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二、格点规范理论的提出和发展

2-3. 格点规范理论的发展

1974，K. G. Wilson

提出LGT理论
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二、格点规范理论的提出和发展

2-3. 格点规范理论的发展

1974，K. G. Wilson

提出LGT理论

1974，R. Balian, J. M. Drouffe and C. Itzykson

将LGT继续在非阿贝尔规范中推广
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二、格点规范理论的提出和发展

2-3. 格点规范理论的发展

1974，K. G. Wilson

提出LGT理论

1974，R. Balian, J. M. Drouffe and C. Itzykson

将LGT继续在非阿贝尔规范中推广

1975，Koguat and Susskind

Hamiltonian LGT
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二、格点规范理论的提出和发展

2-3. 格点规范理论的发展

1974，K. G. Wilson

提出LGT理论

1974，R. Balian, J. M. Drouffe and C. Itzykson

将LGT继续在非阿贝尔规范中推广

1975，Koguat and Susskind

Hamiltonian LGT

用LGT理论解决实际物理问题
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三、格点规范理论的物理应用

禁闭现象和渐近自由 QCD热力学：解释
夸克-胶子等离子态

强子谱计算

格点规范理论解决的问题：
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三、格点规范理论的物理应用

标准模型与实验结果不符？

标准模型失效，新物理？

LGT更符合实验的结果

缪子反常磁矩计算
𝑎𝜇 = (𝑔𝜇 − 2)/2

LGT数值计算
极限精度

实验目标精度

微扰理论计算结果
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三、格点规范理论的物理应用

数值计算方法求解LGT中面临的难题？



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-34-

三、格点规范理论的物理应用

数值计算方法求解LGT中面临的难题？

蒙特卡洛计算的符
号问题如何解决？

Lattice QCD
非平衡动力学演

化问题？

数值误差、晶格
常数等带来的精

度问题？
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

The Hamiltonian of electromagnetic field in 2D
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

𝐻𝐸 =
𝑔2

2


𝐧,𝑘

𝐋𝐧,𝑘
2

The Hamiltonian of electromagnetic field in 2D
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

𝐻𝐸 =
𝑔2

2


𝐧,𝑘

𝐋𝐧,𝑘
2

𝐻𝐵 = −
1

𝑔2


plaquⅇttⅇs

[Tr 𝑈1𝑈2𝑈3
†𝑈4

† + ℎ. 𝑐. ]

The Hamiltonian of electromagnetic field in 2D

Wilson Loop
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

𝐻𝐸 =
𝑔2

2


𝐧,𝑘

𝐋𝐧,𝑘
2

𝐻𝐵 = −
1

𝑔2


plaquⅇttⅇs

[Tr 𝑈1𝑈2𝑈3
†𝑈4

† + ℎ. 𝑐. ]

𝐻𝑀 =

𝐧,𝑘

𝑀𝜓𝐧
†𝜓𝐧

The Hamiltonian of electromagnetic field in 2D

Wilson Loop
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

𝐻𝐸 =
𝑔2

2


𝐧,𝑘

𝐋𝐧,𝑘
2

𝐻𝐵 = −
1

𝑔2


plaquⅇttⅇs

[Tr 𝑈1𝑈2𝑈3
†𝑈4

† + ℎ. 𝑐. ]

𝐻𝑀 =

𝐧,𝑘

𝑀𝜓𝐧
†𝜓𝐧

𝐻𝑖𝑛𝑡 = 𝜖

𝐧,𝑘

𝜓𝐧
†𝑈𝐧,𝑘𝜓𝐧+መ𝐤 + ℎ. 𝑐.

The Hamiltonian of electromagnetic field in 2D

Wilson Loop
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

𝐻𝐸 =
𝑔2

2


𝐧,𝑘

𝐋𝐧,𝑘
2

𝐻𝐵 = −
1

𝑔2


plaquⅇttⅇs

[Tr 𝑈1𝑈2𝑈3
†𝑈4

† + ℎ. 𝑐. ]

𝐻𝑀 =

𝐧,𝑘

𝑀𝜓𝐧
†𝜓𝐧

𝐻𝑖𝑛𝑡 = 𝜖

𝐧,𝑘

𝜓𝐧
†𝑈𝐧,𝑘𝜓𝐧+መ𝐤 + ℎ. 𝑐.

The Hamiltonian of electromagnetic field in 2D

Wilson Loop

Strongly correlated many-body system
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Outline

◼ About lattice gauge theory (LGT)

◼ Conclusion and outlook

◼ The toric code model and Schwinger model

 Quantum simulation with ultracold atoms
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◼ Motivation：complexity of quantum many-body problem 

Quantum 

simulation

◼ Requirements ：manipulation of many particles at single particle level 

Q. Materials

Diagonalization of H

𝐻11 𝐻12 𝐻13
𝐻21 𝐻22 ∙
𝐻31 ∙ ∙

⋯ ⋯ 𝐻1𝑀
⋯ ⋯ ∙
⋯ ⋯ ∙

⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮

𝐻𝑀1 ∙ ∙

⋯ ⋯ ∙
⋯ ⋯ ∙
⋯ ⋯ 𝐻𝑀𝑀

2𝑀 × 2𝑀， M~40，

The capacity of global information processing

Quantum Machine 

(Feynman,1981）

𝑯 = 𝑯𝟎 +𝑯𝑰Q. Field theory

Superconductors

Quantum simulation with ultracold atoms
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Superfluid-Mott Insulator transition

D. Jaksch

P. Zoller

M. Fisher
PRB,1989
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Superfluid-Mott Insulator transition

D. Jaksch

P. Zoller

M. Fisher
PRB,1989
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SF-MI transition, experimental realization

Nature 

2002
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SF-MI transition, experimental realization

Nature 

2002
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Quantum gas microscope 

I Bloch@MPQ
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Quantum gas microscope 

I Bloch@MPQ M Greiner@Harvard
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Quantum gas microscope 

I Bloch@MPQ M Greiner@Harvard
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Quantum gas microscope 

I Bloch@MPQ M Greiner@Harvard

S. Kuhr@Glasgow, M. Zwierlein@MIT.......
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Experimental setup

Ion Pump Ion Pump

2D MOT

3D MOT

Science 
Chamber
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Experimental setup

Ion Pump Ion Pump

2D MOT

3D MOT

Science 
Chamber
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Experimental setup

Ion Pump Ion Pump

2D MOT

3D MOT

Science 
Chamber
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Experimental setup

Ion Pump Ion Pump

2D MOT

3D MOT

Science 
Chamber
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Experimental setup

Ion Pump Ion Pump

2D MOT

3D MOT

Science 
Chamber

87Rb
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Spin exchange interaction:

Multi-atom entanglement!

Vaucher et al, NJP (2008)

Dai et al, Nature Physics (2017)

Duan et al., PRL 91, 090402 (2003)

Trotzky et al., Science 319, 295 (2008)

Dai et al, Nature Physics (2016)

Entanglement of atoms in optical lattices
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Quantum simulation 

t： Hopping in neighboring sites
𝑼： On-site interaction
𝒊： Chemical potential

◼ Quantum simulator ： Hubbard Model

t 𝑼

a~600 nm

t/U competition U>>t U>>t, spⅈn dⅇpⅇndⅇncy

𝐻~ 𝐽𝑒𝑥 Ԧ𝑆𝑖 ∙ Ԧ𝑆𝑗

𝐽𝑒𝑥 = 𝑡2/𝑈

superfluid-
insulator transition

Spin model Topological 
models

𝐻~ 𝐽∎ Ԧ𝑆1 ∙ Ԧ𝑆2 ∙ Ԧ𝑆3 ∙ Ԧ𝑆4

𝐽∎ = 𝑡4/𝑈3

𝑯 = −𝒕

𝒊,𝒋

ෝ𝒂𝒊
†ෝ𝒂𝒋 +

𝑼

𝟐


𝒊

ෝ𝒏𝒊(ෝ𝒏𝒊 − 𝟏) −

𝒊

𝝁𝒊ෝ𝒏𝒊

Tool kits for 
Quantum simulation
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Outline

◼ About lattice gauge theory (LGT)

◼ Conclusion and outlook

 The toric code model and Schwinger model

◼ Quantum simulation with ultracold atoms
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Kitaev model: Toric code

Kitaev, Annals of Physics 303, 2 (2003)

• Four-body interaction

• Abelian Anyons: e, m excitations

Hamiltonian:
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Toric code -- Braiding
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Toric code -- Braiding

𝜎𝑗
𝑧

e

e



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-62-

Toric code -- Braiding

𝜎𝑗
𝑧

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

m
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Toric code -- Braiding

𝜎𝑗
𝑧

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

m

𝜎𝑗
𝑋

m

m
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Toric code -- Braiding

𝜎𝑗
𝑧

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

𝜎𝑗
𝑋

m
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Toric code -- Braiding

e

e

1 2

34
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

m
1 2

34
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

m
1 2

34
ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-68-

Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

m
1 2

34

𝜎1
𝑋

m

m

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

m

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

m

𝜎4
𝑋

m

mۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

𝜎4
𝑋

mۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

𝜎4
𝑋

m

𝜎3
𝑋

m

m

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

𝜎4
𝑋

𝜎3
𝑋

m

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-74-

Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

𝜎4
𝑋

𝜎3
𝑋

m

𝜎2
𝑋

m

m

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

1 2

34

𝜎1
𝑋

𝜎4
𝑋

𝜎3
𝑋

𝜎2
𝑋

m

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Toric code -- Braiding

e

e

𝜎𝑗
𝑋

m

Topological phase 𝑒𝑖𝜙, 𝜙 = 𝜋

No e-excitation, 𝜙 = 0
1 2

34

𝜎1
𝑋

𝜎4
𝑋

𝜎3
𝑋

𝜎2
𝑋

m

ൿห𝜑′ = 𝑒𝑖𝜙ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚

ۧȁ𝜑 = ȁ ۧ𝑒, 𝑒,𝑚,𝑚
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Can we build a many-body quantum system which is described by the Toric-

code Hamiltonian?

Requirements:

 Create the four-body interaction

 Demonstrate the topological phase

Previous efforts:

Theory: Han et al., PRL 98,150404 (2007)

Experiments: Lu et al., PRL102, 030502 (2009). photons

Pachos et al., NJP 11, 083010 (2009). photons

Barreiro et al., Nature 470, 486 (2011). ions

Song et al., PRL 121, 030502 (2018). superconductors

No background Hamiltonian  There is no energy gap to protect the qubit!

Questions
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2D-optical superlattice

isolated plaquettes

Paredes & Bloch, PRA77, 23603 (2008)

BHM

𝐻 = 

𝜎=↑,↓

−𝐽 ො𝑎𝜎𝐿
+ ො𝑎𝜎𝑅 + ො𝑎𝜎𝑅

+ ො𝑎𝜎𝐿 + 𝑈[ො𝑛↑𝐿 ො𝑛↓𝐿 + ො𝑛↑𝑅 ො𝑛↓𝑅]

Ring-exchange dominated :

𝐻 = −𝐽 ො𝜎1
𝑥 ො𝜎2

𝑥 ො𝜎3
𝑥 ො𝜎4

𝑥, 𝐽 = 40 Τ𝐽4 𝑈3

𝐽 << 𝑈

Super-exchange dominated :

𝐻𝑒𝑥 = −2𝐽𝑒𝑥𝑆𝐿 ⋅ 𝑆𝑅

In isolated plaquettes, suppress

super-exchange by 2D effective

magnetic gradients



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-79-

Suppress super-exchange

Super-exchange is dominant:

|↑↓ and |↓↑ are degenerate

Super-exchange is suppressed:

Non-degeneration due to

effective magnetic gradients
Low-energy state subspace:

{ȁ ۧ↑↓↑↓ , ȁ ۧ↓↑↓↑ , ȁ ۧ↑↑↓↓ , ȁ ۧ↑↑↓↓ , ȁ ۧ↑↓↓↑ , ȁ ۧ↓↑↑↓ }
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Minimum Toric code Hamiltonian

Energy spectrum：

𝐽 = 40 Τ𝐽4 𝑈3

In reduced subspace {ȁ ۧ↑↓↑↓ , ȁ ۧ↓↑↓↑ }

𝐻 = 𝐽 ȁ ۧ𝐴− ۦ ȁ𝐴− − ȁ ۧ𝐴+ ۦ ȁ𝐴+

= −𝐽 ො𝜎1
𝑥 ො𝜎2

𝑥 ො𝜎3
𝑥 ො𝜎4

𝑥
Ring-exchange
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=
1

2
ۧȁ𝐴− + ۧȁ𝐴+

Initial state

Ring exchange driven oscillation
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=
1

2
ۧȁ𝐴− + ۧȁ𝐴+

Initial state

Ring exchange driven oscillation
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Observation of ring exchange driven oscillation
Count the populations of different states

𝜋 pulse

𝜋 pulse
Imaging, Dark

Imaging, Bright

𝑁𝑧 = 𝑁↑↓↑↓ − 𝑁↓↑↓↑
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Observation of anyonic fractional statistics

Dai et al, Nature Physics 13, 1195 (2017)

𝟏

𝟐
ۧ𝒊ȁ𝑨− + ۧȁ𝑨+

ȁ ۧ↓↑↓↑

ȁ ۧ↑↓↑↓
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Observation of anyonic fractional statistics

Dai et al, Nature Physics 13, 1195 (2017)

𝟏

𝟐
ۧ− 𝒊ȁ𝑨− + ۧȁ𝑨+

𝟏

𝟐
ۧ𝒊ȁ𝑨− + ۧȁ𝑨+

ȁ ۧ↓↑↓↑

ȁ ۧ↑↓↑↓
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6-2. 哈密顿量组成
𝐻 = 𝐻𝐸 +𝐻𝐵 +𝐻𝑀 +𝐻𝑖𝑛𝑡

𝐻𝐸 =
𝑔2

2


𝐧,𝑘

𝐋𝐧,𝑘
2

𝐻𝐵 = −
1

𝑔2


plaquⅇttⅇs

[Tr 𝑈1𝑈2𝑈3
†𝑈4

† + ℎ. 𝑐. ]

𝐻𝑀 =

𝐧,𝑘

𝑀𝜓𝐧
†𝜓𝐧

𝐻𝑖𝑛𝑡 = 𝜖

𝐧,𝑘

𝜓𝐧
†𝑈𝐧,𝑘𝜓𝐧+መ𝐤 + ℎ. 𝑐.

The Hamiltonian in 2D

Wilson Loop
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1D lattice Schwinger model

𝐻QED =
𝑎

2


𝑙

𝐸𝑙,𝑙+1
2 −

ⅈ

2𝑎


𝑙

( 𝜓𝑙
† 𝑈𝑙,𝑙+1 𝜓𝑙+1 − H.c.) +

𝑎

2


𝑙

𝑚(−1)𝑙 𝜓𝑙
† 𝜓𝑙

Electric field Matter field

Matter—Gauge  interactionStatic electric field

Kogut & Susskind, PRD 11, 395 (1975)

Chandrasekharan & Wiese, Nucl. Phys. B 492, 455 (1997)
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1D lattice Schwinger model

Target Hamiltonian

𝐻LGT =

𝑙

[−
ⅈ ǁ𝑡

2
𝜓𝑙
𝑈𝑙,𝑙+1
+ 𝜓𝑙+1 − H. c. + 𝑚 𝜓𝑙

† 𝜓𝑙]

Matter field, fermionicGauge field

Matter-Gauge interaction

𝐻LGT =

𝑙

[
ǁ𝑡

2√2
ොa𝑙 መ𝑑𝑙,𝑙+1

+ 2
ො𝑎𝑙+1 + H. c. + 𝑚ො𝑎𝑙

† ො𝑎𝑙]

Map to the 

Hubbard model

g
a

u
g

e

m
a

tte
r

• ො𝑎𝑙: annihilation operator 

on matter sites

• መ𝑑𝑙,𝑙+1: annihilation 

operator on gauge links

……

𝑙 𝑙 + 1𝑙 − 1

m
a

tte
r

g
a

u
g

e

m
a

tte
r
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Theo-Exp mapping

Exp (atom occupancy)：

Theo：

i =     1      2     3      4      5     6      7     8     9     10   11   12      

Matter field：l =     1            2              3             4             5             6      

Gauge link：(l-1,l) =     (0,1)       (1,2)       (2,3)      (3,4)       (4,5)       (5,6)

electron positronelectric field (with 

different 

directions)

For example:
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i =     1     2      3     4      5     6      7     8      9    10    11   12……      

|0    1     0

Exp：

Theo：

Theo-Exp mapping

Low-energy limit (𝑚 → −∞), matter field dominates

Map atom occupancy to matter-gauge state

One atom in 4n-2 site (n = 1, 2, 3, …): One atom in 4n site (n = 1, 2, 4, …):

|0    1     0
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Theo-Exp mapping

High-energy limit (𝑚 → ∞), matter field annihilated to gauge field

Map atom occupancy to matter-gauge state：

|2    0     0

Two atoms in 4n-3 site (n = 1, 2, 3, …): Two atoms in 4n-1 site (n = 1, 2, 4, …):

|0    0     2
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Experimental realization with a 71-site lattice chain

𝐻LGT =

𝑙

[
ǁ𝑡

2√2
ොa𝑙 መ𝑑𝑙,𝑙+1

+ 2
ො𝑎𝑙+1 + H. c. + 𝑚ො𝑎𝑙

† ො𝑎𝑙]

𝑚 = 𝛿 − 𝑈/2

ǁ𝑡 = 8 2𝐽2/𝑈

𝛿 intra double well

Δ inter double well

 Initial state：ȁ010101010101… 

Put an overall linear potential to “tilt” the whole lattice, construct the Hamiltonian
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Experimental realization with a 71-site lattice chain

m/ ǁ𝑡: −∞ → 0 → ∞

Ramp the interaction U in 120ms:
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Phase transition:

ȁ0101010 ۧ…

→ ȁ00020002 ۧ… 𝑜𝑟 ȁ20002000 ۧ…

Experimental realization with a 71-site lattice chain

m/ ǁ𝑡: −∞ → 0 → ∞

Ramp the interaction U in 120ms:
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Experimental observation

Matter field：l =     1             2             3             4             5              6      

Observed transition from matter

field dominated phase to gauge

field dominated phase
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Experimental observation

Matter field：l =     1             2             3             4             5              6      

Observed transition from matter

field dominated phase to gauge

field dominated phase
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Gauge invariance and Gauss’s law

𝐺𝑙
𝐺𝑙−1

𝜓𝑙
𝜓𝑙−1

𝑈𝑙,𝑙+1𝑈𝑙−1,𝑙

𝒎

𝒕
→ −∞

𝒎

𝒕
→ +∞
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Gauge invariance and Gauss’s law

[ 𝐺𝑙 , 𝐻QLM] = 0

Gauge invariance：𝐺𝑙 = −1 𝑙+1(𝑈𝑙,𝑙+1 + 𝑈𝑙−1,𝑙 + 𝜓𝑙
+ 𝜓𝑙)

𝐺𝑙
𝐺𝑙−1

𝜓𝑙
𝜓𝑙−1

𝑈𝑙,𝑙+1𝑈𝑙−1,𝑙

𝒎

𝒕
→ −∞

𝒎

𝒕
→ +∞
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Gauge invariance and Gauss’s law

[ 𝐺𝑙 , 𝐻QLM] = 0

Gauge invariance：

Observable：

𝐺𝑙 = −1 𝑙+1(𝑈𝑙,𝑙+1 + 𝑈𝑙−1,𝑙 + 𝜓𝑙
+ 𝜓𝑙)

𝐺𝑙
𝐺𝑙−1

𝜓𝑙
𝜓𝑙−1

𝑈𝑙,𝑙+1𝑈𝑙−1,𝑙

𝒎

𝒕
→ −∞

𝒎

𝒕
→ +∞

𝑃𝑙=|010010|+|002002|+|200200|
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Observation of the gauge invariance

Data points show the violation of Gauss’s 
law, the curve is from a t-DMRG calculation

Population of atoms： 𝑃𝑙=|010010| + |002002| + |200200|

𝝐=1-𝝍|𝑷𝒍|𝝍

Yang et al., Nature 587, 392 (2020)

Voilation of Guass’s law：𝜖=1-𝜓| 𝑃𝑙|𝜓



Z.-S. Yuan      Dec 16,粒子物理与原子核物理学科学术报告，online seminar

-

101

-

Illustration of the experiment

动画：梁琰、石千惠、苑震生等

Yang B, ……Yuan Z -S, Hauke P, Pan J- W,  Nature 2020
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Illustration of the experiment

动画：梁琰、石千惠、苑震生等

Yang B, ……Yuan Z -S, Hauke P, Pan J- W,  Nature 2020
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Thermalization of the Lattice Gauge Theory

Questions:
◼ Does a LGT system out-of-equilibrium thermalize to a steady state?
◼ How do two different initial states with the same energy evolve?
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Thermalization of the Lattice Gauge Theory















Zhou et al, Science 2022

Preparing different initial states with the same energy density

◼ The system thermalizes to a steady state with an effective temperature.

◼ Different initial states with the same energy density evolve to an identical 

effective temperature.
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Outline

◼ About lattice gauge theory (LGT)

 Conclusion and outlook

◼ The toric code model and Schwinger model

◼ Quantum simulation with ultracold atoms
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Conclusion and outlook

◼ Minimum instance of the 

toric code model

B Yang et al, Nature 2020

◼ Thermal dynamics of a 

lattice gauge theory

H-N. Dai et al, Nature Physics 2017

◼ Simulating the 1D Schwinger model with 71-site optical lattice 

Z-Y Zhou et al, Science 2022
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Building blocks

1𝐃 𝒁𝟐 symmetry

1D U(1) gauge

2D ring exchange

1D many-body system

1D 71-site
U(1) LGT

Non-abelian
LGT

High order 
truncations of 
gauge fields

Dynamics of 
2D LGT

Accessible with 
Classical computers

Intractable 
for 
classical 
computers

now future

Conclusion and outlook

◼ Confinement/deconfinement

of the Schwinger model

◼ Simulating 2D LGT
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