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一般性描述：

散射又称作量子碰撞. 它是研究微观粒子运动规律、相互作用以
及它们的内部结构的基础，在亚原子物理学的发展中占有举足
轻重的地位.

在散射实验中，具有确定动量的粒子沿确定的方向射向靶粒子、
受到靶粒子的作用后发生偏转. 这就是散射的基本物理图像.
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警告：

1 入射粒子与靶粒子的相互作用只在空间一个小区域中才比较
显著. 因此，入射粒子与出射粒子均处于自由粒子态1.

2 如果在散射过程中，入射粒子和靶粒子之间没有发生能量的
传递、因而二者的相对运动能量没有发生变化，则称这种散
射为弹性散射. 否则即为非弹性散射. 本课程仅考虑弹性散
射.

1散射过程实际上是由于空间小区域中的相互作用导致的粒子从一个自由粒
子态向另一个自由粒子态的跃迁.
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散射的实验资料：

取入射粒子的入射方向为 z轴，入射粒子的概率流密度矢量为：
~Ji “ Jik̂

因为靶粒子的作用，粒子将会沿各个方向被散射. 它在单位时间
内沿 p�; �q方向的立体角 dΩ出射的概率

dP „ JidΩ
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把上式写为等式，即有：

dP “ �p�; �qJidΩ

比例系数 �p�; �q具有面积的量纲，故散射理论中常称其为微分
散射截面.

1 �p�; �q是散射实验的可观测物理量之一，它就是散射问题中
的实验资料.

设入射粒子的动能为 E，其初态波函数为动量的本征函数：

 i “ eikz

此处 k “
?
2�E{ℏ. 进入到靶粒子势场 Vp~rq的有效力程之后，出

射粒子的行为由如下薛定谔方程决定：
„

´
ℏ2

2�
r

2 ` Vp~rq
ȷ

 “ E 
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散射理论的重要任务之一就是要设法把散射截面等观测量与反映
相互作用 Vp~rq及粒子内部结构的薛定谔方程的解  联系起来.

下面开始研究这种联系的具体形式.

实验上观测微分散射截面都是在远离靶粒子的地点进行的. 因此，
�p�; �q应由薛定谔方程在 r “ |~r| ù `8极限下的渐近行为所决
定.

设靶粒子提供的相互作用有效势能具有球对称性，Vp~rq “ Vprq，
且：

Vprq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

“ 0

如此，r ù `8情形下的薛定谔方程的解可在球坐标系里近似
地表为：

 “ RprqYlmp�; �q

式中，

ER “

„

´
ℏ2

2�
r

2 ` Vprq
ȷ

R « ´
ℏ2

2�r2
d
dr

ˆ

r2
dR
dr

˙
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令Rprq “ uprq{r，不难看到：

d2u
dr2

` k2u « 0; ù uprq “ Aeikr ` Be´ikr

计及散射问题的物理图像，应取积分常数 B “ 0. 因此，薛定谔
方程的散射解在 r ù `8处的渐近行为可表达为：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

„ eikz ` fp�; �q
eikr

r

理由：
若没有靶粒子的作用，入射粒子将仍处在  i “ eikz描写的动
量本征态.
在有靶粒子存在的情形下，靶粒子的作用将使得粒子在出射
时改变方向，从而出现散射概率波. 在远离靶粒子的地点，
散射波是球面波：

fp�; �q
eikr

r
其中 fp�; �q是沿 p�; �q方向传播出去的散射波振幅，称为散
射振幅.
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评论：

首先思考两个问题：

Q：怎样确定 fp�; �q的确切形式？

Q：微分散射截面 �p�; �q与散射振幅 fp�; �q有何联系？

显然，只有通过求解薛定谔方程：
„

´
ℏ2

2�
r

2 ` Vprq
ȷ

 “ E 

并求出它在 r ù `8处的渐近解，才能最终确定散射振幅
fp�; �q的具体形式.

r ù `8处散射波波函数的渐近行为是：

 s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

„ fp�; �q
eikr

r
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因此，r ù `8处的概率流密度矢量沿 p�; �q方向的投影为：

Js “
iℏ
2�

p sBr 
˚
s ´  ˚

s Br sq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

“
iℏ
2�

|fp�; �q|2
ˆ

´
ik
r2

´
1
r3

´
ik
r2

`
1
r3

˙

“
ℏk
�

|fp�; �q|2

r2

注意到~Js的物理意义：粒子在单位时间内沿 p�; �q方向单位截面
出射的概率，因此，出射粒子在单位时间内进入到 p�; �q方向的
立体角 dΩ中的概率为：

dP “ Jsds “ Jsr2dΩ “
ℏk
�

|fp�; �q|2 dΩ

此概率又可等价地写为：

dP “ �p�; �qJidΩ

再注意到入射粒子的概率流密度矢量的大小是：

Ji “
iℏ
2�

p iBz 
˚
i ´ c:c:q “

ℏk
�
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把这几个公式相结合，可得：

�p�; �q “ |fp�; �q|2

有了 �p�; �q之后，还可以进一步计算总的散射截面：

�T “

ż

dΩ�p�; �q

“

ż 2�

0
d�

ż �

0
|fp�; �q|2 sin �d�

真实的散射实验常设计的使出射粒子波函数服从轴对称的边
界条件：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

„ eikz ` fp�q
eikr

r

如此，微分散射截面与总截面的计算公式简化为：

�p�q “ |fp�q|2; �T “ 2�
ż �

0
|fp�q|2 sin �d�
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小结：

1 如果入射粒子与靶粒子之间的相互作用有效势能 Vp~rq已知，
则求微分散射截面的问题最终归结为在边界条件

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

„ eikz ` fp�; �q
eikr

r

成立的前提下通过求解薛定谔方程

„

´
ℏ2

2�
r

2 ` Vp~rq
ȷ

 “ E 

确定散射振幅 fp�; �q. 这一程序俗称量子力学的正散射问题.

2 在中心力场情形下，Vp~rq “ Vprq，处理量子力学正散射问题
的方法通常有两种：分波法；玻恩近似.
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分波法：

Q：什么是分波法？

分波法，简单地说，就是在处理中心力场散射问题时采取了角动
量表象.

粒子在中心力场 Vprq中运动时其哈密顿算符常具有形式：

Ĥ “ ´
ℏ2

2�
r

2 ` Vprq

不难看出：
rĤ; ~̂Ls “ rĤ; ~̂L2s “ r~̂L2; ~̂Ls “ 0

粒子的轨道角动量是守恒量且 tĤ; ~̂L2; L̂zu形成了一组对易力学
量算符的集合. 因此，在试图通过求解薛定谔方程

„

´
ℏ2

2�
r

2 ` Vp~rq
ȷ

 “ E 
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确定散射振幅 fp�q时，选择 tĤ; ~̂L2; L̂zu的共同函数系：

 lmpr; �; �q “ RlpkrqYlmp�; �q

作为 Hilbert空间的基是方便的，式中，

l “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ ; m “ 0; ˘ 1; ˘ 2; ¨ ¨ ¨ ; ˘ l

常称此选择为采取了角动量表象.这就是分波法的基础.

每一个确定 l值的径向波函数Rlpkrq称为一个分波. 例如
R0pkrq称为 s波 (l “ 0)，R1pkrq称为 p波 (l “ 1)，R2pkrq
称为 d波 (l “ 2). 分波Rlpkrq服从径向薛定谔方程：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

式中，
k2 “ 2�E{ℏ2; Uprq “ 2�Vprq{ℏ2:

显然，分波Rlpkrq的具体形式依赖于相互作用势能 Vprq.
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Ylmp�; �q是球谐函数，它们是 ~̂L2与 L̂z的共同本征函数：

Ylmp�; �q “ p´1qm

d

pl ´ mq!

pl ` mq!

2l ` 1
4�

P
m
l pcos �qeim�

而 P
m
l pcos �q是所谓缔合勒让德多项式，

P
m
l pxq “ p1 ´ x2q

m
2
1
2ll!

dl`m

dxl`m px2 ´ 1ql

m “ 0时的缔合勒让德多项式就是通常的勒让德多项式：

Plpxq “
1
2ll!

dl

dxl
px2 ´ 1ql

显然，

Yl0p�; �q “

c

2l ` 1
4�

Plpcos �q
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平面波 eikz在角动量表象中可展开为：

eikz “ exppikr cos �q “

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1qiljlpkrqPlpcos �q

此处 jlpkrq是 l阶的球 Bessel函数，

jipxq “ p´xql
ˆ

1
x
d
dx

˙l sin x
x

特别地，

j0pxq “
sin x
x
; j1pxq “

sin x
x2

´
cos x
x

:

jlpxq在 x Ñ 0与 x ù `8情形下的渐近行为分别是：

jlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ0
«

xl

p2l ` 1q!!

以及，

jlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ`8

«
1
x
sin

ˆ

x ´
l
2
�

˙
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以 tĤ; ~̂L2; L̂zu的共同本征函数系

 lmpr; �; �q “ RlpkrqYlmp�; �q

作为 Hilbert空间的基底，则 Hibert空间中的任一波函数均可以
在此基底上展开. 特别地，薛定谔方程

„

´
ℏ2

2�
r

2 ` Vp~rq
ȷ

 “ E 

的任一解均可以表示为此基底的线性组合：

 pr; �; �q “

`8
ÿ

l“0

`l
ÿ

m“´l

alm RlpkrqYlmp�; �q

这就是分波法.

在散射问题中，出射粒子波函数满足的边界条件常设定为具有轴
对称性：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

„ eikz ` fp�q
eikr

r
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如此，分波法的出发点还可以简化为：

 pr; �; �q “

`8
ÿ

l“0

RlpkrqYl0p�; �q “

`8
ÿ

l“0

c

2l ` 1
4�

RlpkrqPlpcos �q

这里把叠加系数 al0吸收到了分波Rlpkrq的表达式中. 分波法处
理弹性散射问题的关键就在于求解Rlpkrq满足的径向薛定谔方
程.

分波相移：

分波法中，散射振幅 fp�q可以由出射粒子波函数的分波相移 �l取
代. 这一特点将极大地简化我们使用分波法研究散射问题的计
算过程.

现在我们证明这一结论. 注意到：

eikz “ eikr cos � “

`8
ÿ

l“0

Al jlpkrqYl0p�; �q; Al :“
a

4�p2l ` 1q il
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以及，

jlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2q “
1

2ikr

”

eipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

出射粒子波函数的边界条件可以等价地表为：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

« eikz ` fp�q
eikr

r

«
1

2ikr

`8
ÿ

l“0

Al

”

eipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

Yl0p�; �q ` fp�q
eikr

r

«
1
2ik

«

2ikfp�q `

`8
ÿ

l“0

Al e´il�{2Yl0p�; �q

ff

eikr

r

´
1
2ik

`8
ÿ

l“0

Al eil�{2Yl0p�; �q
e´ikr

r

进一步把 fp�q在角动量表象中也按球谐函数展开：
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2ikfp�q “

`8
ÿ

l“0

cl Ale´il�{2Yl0p�; �q

其中 cl是展开系数，我们看到：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1

2ikr

`8
ÿ

l“0

Al

”

p1 ` clqeipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

Yl0p�; �q

注意到散射过程中粒子的角动量是守恒量，粒子处在 p~̂L2; L̂zq的
任一共同本征态 Yl0p�; �q上的概率应在散射前后保持不变. 把出
射粒子波函数的上述边界条件与 r ù `8处入射粒子波函数的
渐近表式

 i “ eikz
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al sinpkr ´ l�{2qYl0p�; �q

“
1

2ikr

`8
ÿ

l“0

Al

”

eipkr´l�{2q ´ e´ipkr´l�{2q
ı

Yl0p�; �q
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相比较，可知：|1 ` cl| “ 1，亦即：

cl “ e2i�l ´ 1; �l为某个实参数.

所以，散射后出射粒子波函数在 r ù `8处的渐近行为可表为：

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al ei�l sinpkr ´ l�{2 ` �lqYl0p�; �q

式中 Al “
a

4�p2l ` 1q il. 与入射粒子波函数在 r ù `8处的渐
近行为

 i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al sinpkr ´ l�{2qYl0p�; �q

相比较，散射只不过使得径向波函数Rlpkrq、即 l分波发生了一
个相移 �l. 证毕.
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注意到 cl “ e2i�l ´ 1，Al “
a

4�p2l ` 1q il以及 e´il�{2 “ i´l，分波
相移 �l与散射振幅 fp�q有如下关系：

fp�q “
1
2ik

`8
ÿ

l“0

Al i´l pe2i�l ´ 1qYl0p�; �q “
1
k

`8
ÿ

l“0

p2l`1q ei�l sin �l Plpcos �q

1 用分波法研究弹性散射问题时，计算散射截面可以归结为直
接计算各个分波的相移 �l，不必预先计算散射振幅 fp�q：

�p�q “ |fp�q|2 “
1
k2

›

›

›

›

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1q ei�l sin �l Plpcos �q

›

›

›

›

2

勒让德多项式满足正交性公式，
ż �

0
Pmpcos �qPnpcos �q sin �d� “

2
2n ` 1

�mn

由此知：

�T “ 2�
ż �

0
sin �d� �p�q “

4�
k2

`8
ÿ

l“0

p2l ` 1q sin2 �l
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分波相移的计算：

1 一般性原理：
从原则上讲，分波相移 �l必须通过求出径向薛定谔方程

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

满足弹性散射边界条件

Rlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2 ` �lq

的特解才能确定.

分波Rlpkrq满足的边界条件是散射后出射粒子波函数的渐近行为

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

`8
ÿ

l“0

Al ei�l sinpkr ´ l�{2 ` �lqYl0p�; �q
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的逻辑推论，它可以重新写为：

Rlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

“

sinpkr ´ l�{2q cos �l ` cospkr ´ l�{2q sin �l
‰

« jlpkrq cos �l ´ nlpkrq sin �l

这里的 jlpkrq与 nlpkrq分别是 l阶的球贝塞尔函数和 l阶的球诺伊
曼函数. 在写出最后一个等式时，我们使用了渐近展开：

jlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

sinpkr ´ l�{2q; nlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

« ´
1
kr

cospkr ´ l�{2q

由于：

jlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ0
«

2ll!
p2l ` 1q!

xl; nlpxq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xÑ0
« ´

p2l ´ 1q!

2l´1pl ´ 1q!
x´l´1

nlpkrq在 r „ 0区域内是发散的. 因此，分波Rlpkrq在 r取有限值
的区域内不能写为 jlpkrq与 nlpkrq的线性组合.
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�l与Rlpkrq的关系：

现在设法把分波相移 �l与分波波函数Rlpkrq直接联系起来.

分波Rlpkrq服从径向薛定谔方程：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

此方程在 Uprq “ 0情形下退化为球贝塞尔方程，其在 r的定义域
0 ď r ă `8内处处非奇异的解为 jlpkrq：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
djl
dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

jl “ 0

不难验证，以上二方程可以等价地表为：

d2ul
dr2

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

ul “ 0; ulprq :“ r Rlpkrq

d2

dr2
rrjlpkrqs `

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

rrjlpkrqs “ 0
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结合以上二方程，并利用数学恒等式2：

��
2

´ �
2

� “ p��
1

´ �
1

�q
1

我们有：

d
dr

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ

“ ul
d2prjlq
dr2

´ prjlq
d2ul
dr2

“ ´ul

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

prjlq ` prjlq
„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

ul

“ ´Uprqul prjlq

把上式在 0 ď r ă `8区间上对 r积分，可得：

´
2�
ℏ2

`8
ż

0

rjlpkrqulprqVprq dr “

`8
ż

0

dr
d
dr

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ

“

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

´

„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ0

2此处的思路类似于静电学中使用第二格林公式建立的格林函数方法，杨注.
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按照分波Rlpkrq与 jlpkrq在 r ù `8处的渐近行为，

jlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
kr

sinpkr´ l�{2q; ulprq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
k
sinpkr´ l�{2`�lq

我们有：
„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

«
1
k

”

sinpkr ´ l�{2 ` �lq cospkr ´ l�{2q

´ sinpkr ´ l�{2q cospkr ´ l�{2 ` �lq
ı

“
1
k
sin rpkr ´ l�{2 ` �lq ´ pkr ´ l�{2qs “

1
k
sin �l

另外，根据 ulp0q “ 03与 jlpkrq的近似表达式

krjlpkrq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ0
«

pkrql`1

p2l ` 1q!!
; pl “ 0; 1; 2; ¨ ¨ ¨ q

3这是必须的. 按照波函数的概率诠释，径向波函数Rlpkrq “ ulprq{r必须在
r “ 0点处取有限值. 26 / 45



不难看出：
„

ul
d
dr

prjlq ´ prjlq
d
dr
ul

ȷ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ0
“ 0

所以，

sin �l “ ´
2�k
ℏ2

`8
ż

0

rjlpkrqulprqVprqdr

或者等价地：

sin �l “ ´
2�k
ℏ2

`8
ż

0

VprqRlpkrqjlpkrqr2dr

这是一个精确的关系式. 欲按照此式计算 l分波的相移 �l，须事
先求出径向薛定谔方程在 0 ď r ă `8整个区间上有意义的分波
解Rlpkrq.然而，对于大多数散射问题中出现的 Vprq而言，精确
求解径向薛定谔方程基本上是一个不可能完成的任务.
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相移 �l的近似计算公式：

径向薛定谔方程

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ Uprq

ȷ

Rl “ 0

在一般情形下很难精确求解. 量子物理的先驱们在实践上发展了
微扰论可以求其近似解. 按照微扰论的精神，我们把径向薛定谔
方程重新写为：

1
r2

d
dr

ˆ

r2
dRl

dr

˙

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2
´ �Uprq

ȷ

Rl “ 0; p0 ă � ! 1q

式中引入了微扰参数 � (无量纲). 上式意味着我们把相互作用有
效势能 Uprq “ 2�Vprq{ℏ2看成了微扰论意义下的一阶小量.

上述方程的微扰级数解可表为：

Rlpkrq “

`8
ÿ

n“0
�nR

pnq

l pkrq
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显然，l分波的零级近似R
p0q

l pkrq满足的方程是标准的 l阶球贝塞
尔方程：

1
r2

d
dr

˜

r2
dRp0q

l
dr

¸

`

„

k2 ´
lpl ` 1q

r2

ȷ

R
p0q

l “ 0

它在 0 ď r ă `8整个区间上收敛的解为 jlpkrq，即：

R
p0q

l pkrq “ jlpkrq

所以，在取分波波函数Rlpkrq的零级近似的情形下，l分波的相
移 �l可以有如下近似计算公式：

sin �l « ´
2�k
ℏ2

`8
ż

0

Vprq
“

jlpkrq
‰2r2dr

如果 Vprq ą 0 (斥力)，�l ă 0. 如果 Vprq ă 0 (引力)，�l ą 0.
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1 如果 Vprq只在 0 ď r ď a的有限范围内不显著为零，并且入
射粒子的能量很低，ka ! 1，则 jlpkrq可近似写作：

jlpkrq «
pkrql

p2l ` 1q!!

相移的计算公式因此进一步简化为：

sin �l « ´
2�k2l`1

rp2l ` 1q!!s2ℏ2

ż a

0
Vprqr2pl`1qdr „ p2�a2{ℏ2qpkaq2l`1

随着 l的增加，�l下降的很快. 故通常只需计算 l值较小的 s
分波 (l “ 0)和 p分波 (l “ 1)的相移即可.

作业：

格里菲斯《量子力学概论》

Page266: 11.4; Page268: 11.5, 11.7
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李普曼-许温格方程：

势场 Vp~rq对于动量为 ℏ~k、能量为 E “ ℏ2~k2{2�的自由粒子的散
射，归结为求定态薛定谔方程

pr2 ` k2q p~rq “
2�
ℏ2

Vp~rq p~rq

满足边界条件

 p~rq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

« ei~k ~̈r ` fp�; �q
eikr

r

的能量本征函数  p~rq.通过格林函数法，我们可以把边界条件与
定态薛定谔方程结合在一起变成一个积分方程，它就是著名的李
普曼 (Lippman)-许温格 (Schwinger)方程.

格林函数：
在散射问题中，定态薛定谔方程相应的格林函数 Gp~r ´~r1

q按下式
定义，

pr2 ` k2qGp~r ´~r1q “ �p~r ´~r1q
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根据散射问题的物理图像，应在三维无界空间中构造格林函
数. 注意到狄拉克 �函数在三维无界空间中可表为：

�p~r ´~r1q “
1

p2�q3

ż

d3q expri~q ¨ p~r ´~r1qs

再作 Gp~r ´~r1q的傅里叶展开：

Gp~r ´~r1q “
1

p2�q3

ż

d3q Gp~qq expri~q ¨ p~r ´~r1qs

代回到格林函数的定义方程中，即知：

1
p2�q3

ż

d3q expri~q ¨ p~r ´~r1qs “ �p~r ´~r1q

“ pr2 ` k2qGp~r ´~r1q

“
1

p2�q3

ż

d3q Gp~qq pr2 ` k2q expri~q ¨ p~r ´~r1qs

“
1

p2�q3

ż

d3q Gp~qq p´q2 ` k2q expri~q ¨ p~r ´~r1qs

式中 q2 :“ ~q2.
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所以：

Gp~qq “ ´
1

q2 ´ k2
; ù Gp~r ´~r1q “ ´

1
p2�q3

ż

d3q
ei~q¨p~r ~́r1q

q2 ´ k2

令~s “~r ´~r1，在 q-空间以~s为极轴建立球坐标系. 如此，

Gp~sq “ ´
1

p2�q3

ż

d3q
ei~q ~̈s

q2 ´ k2

“ ´
1

4�2

`8
ż

0

q2

q2 ´ k2
dq

�
ż

0

eiqs cos � sin �d�

“
i

4�2s

`8
ż

0

q
q2 ´ k2

peiqs ´ e´iqsqdq “
i

4�2s

`8
ż

´8

q eiqs

q2 ´ k2

q “ ˘k是被积函数的两个一阶极点. 可以用复变函数论中的留数
定理计算此积分，为此，须把 q延拓到复平面上使得上述沿实轴
的积分转化为复 q平面上的围道积分. 上式的积分值与围道的选
取有关，它相当于选取波函数不同的边界条件.
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散射问题中有物理意义的是从靶
心向外传播的散射波. 它要求我们
在复 q-空间里按左边的示意图选
择积分围道 C，使 C仅包含 q “ k
这一个极点. 如此，

Gp~sq “
i

4�2s

`8
ż

´8

q eiqs

q2 ´ k2

“
i

4�2s

¿

C

q eiqs

q2 ´ k2

“
i

4�2s
¨ 2�i ¨

1
2
eiks

“ ´
eiks

4�s
所以：

Gp~r ´~r1q “ ´
exppik|~r ´~r1|q
4�|~r ´~r1|
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李普曼-许温格方程：

根据微分方程的数学理论，定态薛定谔方程

pr2 ` k2q p~rq “
2�
ℏ2

Vp~rq p~rq

的通解可以形式化地求解如下. 设  p0qp~rq为齐次亥姆霍兹方程

pr2 ` k2q p0qp~rq “ 0

的任一解. 以 pr2 ` k2q´1表示亥姆霍兹算符 pr2 ` k2q的逆算
符，则显见：

 p~rq “ pr2 ` k2q´1pr2 ` k2q p~rq

“ pr2 ` k2q´1
”

pr2 ` k2q p~rq ` pr2 ` k2q p0qp~rq
ı

“  p0qp~rq `
2�
ℏ2

pr2 ` k2q´1Vp~rq p~rq

“  p0qp~rq `
2�
ℏ2

pr2 ` k2q´1
ż

d3x1 �p3qp~r ´~r1q Vp~r1q p~r1q
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亦即：

 p~rq “  p0qp~rq `
2�
ℏ2

ż

d3x1pr2 ` k2q´1�p3qp~r ´~r1q Vp~r1q p~r1q

1 在散射问题中，按照散射的物理图像应把  p0qp~rq取为入射
粒子的波函数：

 p0qp~rq “ ei~k ~̈r

2 考虑到 pr2 ` k2qGp~r ´~r1q “ �p3qp~r ´~r1q，它是散射态格林函
数必须服从的微分方程，我们有：

pr2 ` k2q´1�p3qp~r ´~r1q “ Gp~r ´~r1q “ ´
exppik|~r ´~r1|q
4�|~r ´~r1|

所以：

 p~rq “ ei~k ~̈r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 exppik|~r ´~r1|q
|~r ´~r1|

Vp~r1q p~r1q

这是势散射问题薛定谔方程的形式解，称为李普曼-许温格方程.
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由于上式右端第二项的被积函数涉及  p~r1q，李普曼-许温格方程
严格说来并不是散射问题中定态薛定谔方程的解. 它实际上是一
个积分方程.

李普曼-许温格方程显然具有如下叠代级数解：

 p~rq “ ei~k ~̈r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 eik|~r ~́r1|

|~r ´~r1|
Vp~r1q p~r1q

“ ei~k ~̈r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 eik|~r ~́r1|

|~r ´~r1|
Vp~r1qei~k ~̈r

1

`

´ �

2�ℏ2
¯2

ĳ

d3x1d3x2 eik|~r ~́r1|

|~r ´~r1|
Vp~r1q

eik|~r1 ~́r2|

|~r1 ´~r2|
Vp~r2qei~k ~̈r

2

` ¨ ¨ ¨

这个叠代级数是严格的，但其收敛性以及收敛的快慢未知.

如果入射粒子与靶粒子之间的相互作用势能 Vp~rq可以看作微扰，
则李普曼-许温格方程可以具有如下一级近似解：
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 p~rq « ei~k ~̈r ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1 eik|~r ~́r1|

|~r ´~r1|
Vp~r1qei~k ~̈r

1

通常称此式为势散射问题中定态薛定谔方程的玻恩近似解.

若想在玻恩近似基础上计算靶粒子对于入射粒子的散射振幅
fp�; �q，需要事先分析玻恩近似中粒子波函数  p~rq在
r ù `8时的渐近行为. 假设 Vp~r1q具有有限力程，则有：

1
|~r ´~r1|

«
1
r
; eik|~r ~́r1| « exp

“

ikrp1 ´~r ¨~r1{r2q
‰

« eikre´i~kf ~̈r1

式中~kf “ k~r{r为散射粒子的波矢量.

利用以上诸式，可把一级玻恩近似意义下出射粒子的波函数
在 r ù `8区域内进一步近似为：

 p~rq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

« ei~k ~̈r ´
�

2�ℏ2
eikr

r

ż

d3x1Vp~r1qe´ip~kf ~́kq ~̈r1
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把上式与散射后出射粒子波函数的渐近行为

 pr; �; �q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rÑ`8

« eikz ` fp�; �q
eikr

r

做比较，即得散射振幅 fp�; �q的玻恩一级近似解：

fp�; �q “ ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1Vp~r1qe´ip~kf ~́kq ~̈r1

或者：

fp�; �q “ ´
�

2�ℏ2

ż

d3x1Vp~r1qe´i~q ~̈r1

这里~q :“ ~kf ´~k，ℏ~q描写了散射前后粒子的动量转移.对于弹性散
射，|~kf| “ |~k| “ k.因为~kf与~k之间的夹角恰为散射角 �，

q2 “ |~q|2 “ p~kf ´~kq2 “ 2k2 ´ 2~k ¨~kf “ 2k2p1´ cos �q “ 4k2 sin2p�{2q

所以：
q “ 2k sinp�{2q
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除了一个常系数 ´p�{2�ℏ2q外，散射振幅 fp�; �q正是相互
作用有效势能 Vp~rq的傅里叶变换. 因此，若能通过某种途
径获知散射振幅 fp�; �q的信息，则入射粒子与靶粒子之
间的相互作用有效势能可用如下公式估算：

Vp~rq “ ´
ℏ2

4�2�

ż

d3q fp�; �qei~q ~̈r

此式在弦理论唯象学研究中有直接的应用.

对于中心力场 Vprq中的弹性散射，在计算 fp�; �q中涉及的积分
ş

d3x1 时，可以选择 ~q方向作为 x1
3轴建立一个辅助的球坐标系

p�; �; �q：

fp�; �q “ ´
�

2�ℏ2

`8
ż

0

�2d�
2�
ż

0

d�
�

ż

0

Vp�qe´iq� cos� sin�d�

“ ´
�

ℏ2

`8
ż

0

Vp�q�2d�
1

ż

´1

e´iq�sds “ ´
2�
ℏ2q

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d�
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式中 q “ 2k sinp�{2q. 中心力场情形下，fp�; �q “ fp�q，微分散式
截面的计算公式求得为：

�p�q “
4�2

ℏ4q2

›

›

›

›

›

›

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d�

›

›

›

›

›

›

2

库仑散射：

库仑散射指的是入射粒子与靶粒子之间的相互作用势能可以表达
为：

Vprq “
�

r
参数 � ą 0表示斥力，� ă 0表示引力. 精确到玻恩一级近似，

fp�q “ ´
2�
ℏ2q

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d� “ ´
2��
ℏ2q

`8
ż

0

sinpq�qd�
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从而：

fp�q ““ ´
2��
ℏ2q2

`8
ż

0

sin x dx; px :“ q�q

按照高等数学，
`8
ż

0

sin x dx “ ´ cos x
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

0
“ 1 ´ cosp8q

这似乎暗示上述散射振幅不存在. 不过从物理上讲，我们可以认
为严格意义上的库仑场是不存在的. 计入屏蔽效应后，库仑场或
许可以从物理上理解为：

Vprq “
�

r
expp´�qrq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

�Ñ0`

如此，库仑散射情形下的散射振幅可以重新计算如下：

fp�q “ ´
2�
ℏ2q

`8
ż

0

Vp�q sinpq�q�d� “ ´
2��
ℏ2q

`8
ż

0

sinpq�qe´�q�d�
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亦即：

fp�q “ ´
2��
ℏ2q2

`8
ż

0

sin xe´�xdx “ ´
2��
ℏ2q2

=

`8
ż

0

e´p�´iqxdx

“ ´
2��
ℏ2q2

=

ˆ

1
� ´ i

˙

“ ´
2��
ℏ2q2

=

ˆ

� ` i
�2 ` 1

˙

“ ´
2��
ℏ2q2

1
�2 ` 1

最后令 � ù 0`，我们得：

fp�q “ ´
2��
ℏ2q2

“ ´
��

2ℏ2k2 sin2p�{2q

库仑散射的微分散射截面为：

�p�q “ |fp�q|2 “
�2�2

4ℏ4k4 sin4p�{2q
“

�2

4�2v4 sin4p�{2q

此处 v “ ℏk{�表示入射粒子的速度. 上式恰为量子物理发展史上
著名的卢瑟福散射公式，它标志着原子有核模型的诞生.
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Rutherford Scattering

在卢瑟福散射中，大角度散射 (� „ �)的截面虽然小、但并不为
零. 卢瑟福据此猜测出原子结构的有核模型.
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