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Introduction

In particle physics experiments, results’ statistical 
significance can be quantified by p-value or its 
equivalent Gaussian significance. When the 
significance is not strong, the upper limit is expected 
to describe the sensitivity. 

There are two basic statistic method: Bayes and 
Frequentist.  
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Bayes Method 

• Bayes’ theorem (alternatively Bayes’ law or Bayes' 
rule) describes the probability of an event, based 
on prior knowledge of conditions that might be 
related to the event.        —Wikipedia

4

Bayes’ law:



Bayes Method 
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• To get the upper limit. One needs to assume 
varying signal strengths, then get the likelihood 
values by fitting, then integrate the likelihood curve 
to make the formula equals to (1-alpha).

Likelihood curve



Frequentist Method 
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• Frequentist inference is a type of statistical 
inference that draws conclusions from sample data 
by emphasizing the frequency or proportion of the 
data. An alternative name is frequentist statistics.        
—Wikipedia

Do experiment with infinite times. 



Frequentist Method 
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Hypothesis Testing (Frequentist Technique) 
Null hypothesis H0 :  hypothesis  which you try to falsify / reject  
                                 (one can not verify / approve hypothesis)  
 
Test statistic t:           any function of your data which is used 
                                  to quantify (dis-)agreement with H0 
 
g(t|H0):                      probability density function PDF for test statistics  
                                  under null hypothesis H0 
 
Critical region:           range of test statistic for which H0 is rejected       

80 KAPITEL 4. STATISTISCHE TESTS

t
0 5 10 15 20

 ) 0
g(

t|H

0

0.1

0.2

0.3
(a)0Nullhypothese H

kt
 akzeptieren0H  verwerfen0H

Fehler erster Art

kritische RegionAkzeptanzregion

 : Signifikanzniveauα

t
0 5 10 15 20

 ) 1
g(

t|H

0

0.1

0.2

0.3
(b)1alternative Hypothese H

kt
 akzeptieren0H

Fehler zweiter Art
 verwerfen0H

kritische RegionAkzeptanzregion

β

Abbildung 4.4: Wahrscheinlichkeitsdichten der Teststatistik t für die Nullhypothese H0

(a) und unter der alternativen Hypothese H1 (b).

4.3.1 Ereignisselektion

Ein Spezialfall ist die Verwendung eines Hypothesen-Tests zur Selektion von Ereignissen.
Ein “Ereignis” kann dabei eine bestimmte Teilchenkollision in den Daten eines Experi-
ments sein, ein bestimmtes Teilchen, welches von einem Detektor vermessen wird, oder
generell jede sich wiederholende Erscheinung, die durch eine Teststatistik charakterisiert
werden kann. Wir nehmen vereinfachend an, dass die Ereignisse zu genau zwei Klassen
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Denn die beiden Signifikanzen der Einzelmessungen folgen einer zweidimensionalen Gauß-
verteilung und bei dieser haben die Punkte
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zu erhalten ist also gleich der Wahrscheinlichkeit für eine Messung mit der
in Gl. 4.14 angegebene Signifikanz (und eine zweiten mit Signifikanz 0, die ignoriert wird).

4.3 Hypothesen-Test

Ist eine Nullhypothese H0 und eine Teststatistik t⃗ gegeben, dann legt H0 eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte g(⃗t|H0) für t⃗ fest. Wenn H0 richtig ist, dann folgt t⃗ der Verteilung
g(⃗t|H0) (Abb. 4.4 (a)). Wenn H0 nicht richtig ist, dann folgt t⃗ einer anderen Verteilung.
Wir nehmen vereinfachend an, dass es nur eine alternative Hypothese H1 gibt, die für
t⃗ die Verteilung g(⃗t|H1) vorhersagt (Abb. 4.4 (b)). Der Test der Nullhypothese besteht
darin, für die Teststatistik t⃗ einen eine kritische Region Ωk festzulegen im Raum Ω der
möglichen Werte der Teststatistik, und H0 zu verwerfen, wenn der Wert der Teststati-
stik in der kritischen Region liegt. Das Komplement zur kritischen Region Ω − Ωk heißt
Akzeptanzregion. Die Wahrscheinlichkeit für t⃗ in der kritischen Region zu liegen heißt
Signifikanzniveau des Tests und wird mit α bezeichnet.

α =
∫

Ωk

g(⃗t|H0)dt⃗. (4.15)

Ein Test mit hohem Signifikanzniveau ist also einer, bei dem besonders harte Bedingungen
erfüllt sein müssen um die Nullhypothese nicht zu verwerfen. Offenbar gibt das Signifi-
kanzniveau α gerade die Wahrscheinlichkeit an, die Nullhypothese zu verwerfen obwohl
sie richtig ist. Eine solche falsche Entscheidung heißt Fehler erster Art. Wird die Null-
hypothese nicht verworfen, dann sagt man sie sei (in diesem Test) akzeptiert. Ob man die
Nullhypothese generell akzeptiert, wird man jedoch von der Wahrscheinlichkeit β abhängig
machen, in diesem Test die Nullhypothese zu akzeptieren obwohl sie falsch und folglich
die alternative Hypothese H1 richtig ist. Letzteres nennt man einen Fehler zweiter Art.

β =
∫

Ω−Ωk

g(⃗t|H1)dt⃗. (4.16)

β ist also die Wahrscheinlichkeit, dass bei Richtigkeit der alternativen Hypothese H1 t⃗
außerhalb ber kritischen Region liegt. (1 − β) heißt Güte des Tests und gibt die Wahr-
scheinlichkeit an, die Nullhypothese zu verwerfen wenn sie falsch ist.

Wenn die Teststatistik eindimensional ist, wie in Abb. 4.4, dann ist die kritische Regi-
on zum Beispiel durch die t-Werte definiert, die größer sind als ein bestimmtes tk. Das
Signifikanzniveau ist dann

α =
∫ ∞

tk

g(t|H0)dt. (4.17)

Die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese fälschlicherweise zu akzeptieren, ist entspre-
chend

β =
∫ tk

−∞
g(t|H1)dt. (4.18)

α:  significance (level) 
     size of test 
     error of 1st kind. 
     probability to reject H0,  
     if H0 is true  
       

Always just bkg.

Do experiment 
many times to  

get g(t|H0)
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Hypothesis Testing  

In principle: infinity many possibilities to choose critical region for given α  
(especially for one sided tests you need an alternative hypothesis to decide  
 what you call inconsistent with null hypothesis)  
 
Alternative hypothesis H1 :  hypothesis  which you would like to approve 
                                            
g(t|H1):                                 probability density function for test statistics  
                                            under alternative hypothesis H1 
 

80 KAPITEL 4. STATISTISCHE TESTS

t
0 5 10 15 20

 ) 0
g(

t|H

0

0.1

0.2

0.3
(a)0Nullhypothese H

kt
 akzeptieren0H  verwerfen0H

Fehler erster Art

kritische RegionAkzeptanzregion

 : Signifikanzniveauα

t
0 5 10 15 20

 ) 1
g(

t|H

0

0.1

0.2

0.3
(b)1alternative Hypothese H

kt
 akzeptieren0H

Fehler zweiter Art
 verwerfen0H

kritische RegionAkzeptanzregion

β

Abbildung 4.4: Wahrscheinlichkeitsdichten der Teststatistik t für die Nullhypothese H0

(a) und unter der alternativen Hypothese H1 (b).

4.3.1 Ereignisselektion

Ein Spezialfall ist die Verwendung eines Hypothesen-Tests zur Selektion von Ereignissen.
Ein “Ereignis” kann dabei eine bestimmte Teilchenkollision in den Daten eines Experi-
ments sein, ein bestimmtes Teilchen, welches von einem Detektor vermessen wird, oder
generell jede sich wiederholende Erscheinung, die durch eine Teststatistik charakterisiert
werden kann. Wir nehmen vereinfachend an, dass die Ereignisse zu genau zwei Klassen

β:          error of 2nd kind 
M=1-β:  power 
 
β    prob. to reject H1, if H1 is true 
1-β   prob to “accept” H1, if H1 is true 
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Ein Test mit hohem Signifikanzniveau ist also einer, bei dem besonders harte Bedingungen
erfüllt sein müssen um die Nullhypothese nicht zu verwerfen. Offenbar gibt das Signifi-
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außerhalb ber kritischen Region liegt. (1 − β) heißt Güte des Tests und gibt die Wahr-
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Wenn die Teststatistik eindimensional ist, wie in Abb. 4.4, dann ist die kritische Regi-
on zum Beispiel durch die t-Werte definiert, die größer sind als ein bestimmtes tk. Das
Signifikanzniveau ist dann
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Die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese fälschlicherweise zu akzeptieren, ist entspre-
chend

β =
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−∞
g(t|H1)dt. (4.18)

Include bkg  
& signal.

Do experiment 
many times to  

get g(t|H0)
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How to do experiment many times?
One way is: 
Sample the number observed with Poisson 
function many times. For one time, get one t value. 
After sample enough times(do experiment), one 
can get g(t|H0). Then one can get p-value.  
If the result is a distribution, split into several bins 
then sample in every bin.

In order to get upper limit, one can get a pμ-value 
for each Hμ(μ is POI, parameter of interest). 
Then 90% CLupper limit on μ is highest value for 
pμ-value is not less than 0.1. 



Frequentist Method 
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One technology problem:
In order to get p.d.f. of test statistic(t), one need to 
sample for many times, calculate t for many times. 
To get the upper limit, one need much more cpu 
time. 

One solution: use asymptotic formulae for special t.

1007.1727



Wald approximation for profile likelihood ratio
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Base on the profile likelihood ratio:

We can use                   as test statistic.  



Wald approximation for profile likelihood ratio
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μ’ H0



Wald approximation for profile likelihood ratio
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To estimate sigma, consider special data set 
where all statistical fluctuations suppressed and 
parameters are replaced by their expectation 
values.

The Asimov data set

Then by using Asimov set, one can get p.d.f. of t, 
then the calculation is much easier.



Wald approximation for profile likelihood ratio
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About error band



Wald approximation for profile likelihood ratio
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About the package used in one group of Atlas.

Input:  
• data distribution; bkg distribution; signal 

distribution.(all in histogram form) 
• Systematic error.  
• Control region if need. 

Could combine  different channels or even 
different experiments(just no correlation case). 
The Likelihood is based on poisson function.



Wald approximation for profile likelihood ratio
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One more issue

Sometimes these two 
distributions are close to 
each other. 

Even if ps+b is little, we 
should not regard a model 
as excluded.
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solution
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Summary
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Brief discussion about Bayes and Frequentist method 
on upper limit. 

Introduction about Wald approximation for Frequentist 
method. 

We should debate and choose statistic method. 
Comparing their results may be meaningless. 



Back-up
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